Guia sobre Funciones

Una funcion es una correspondencia entre elementos de dos conjuntos, al igual que

una relaciéon pero con dos condiciones:

i) todos los elementos del conjunto de partida, dominio, estan asociados a

elementos del conjunto de llegada, recorrido.

ii) a cada elemento del dominio le corresponde un Unico elemento en el

conjunto de llegada o codominio o recorrido.

Sean las siguientes relaciones definidas en los niUmeros reales.
Ti={(a,b)e RxR/b=2a’lyT,={(c, d) e RxR/d= \/E}

Esas relaciones, ¢son, a su vez, funciones?

T, si lo es ya que para cada valor de a, a® es Unico. Es decir, para todo elemento a del

dominio existe un Unico elemento b = a? que pertenece al codominio.

Sin embargo T, no es funcion, esto es asi pues para cada elemento ¢ del dominio
existen dos elementos en el codominio, por ejemplo, sic=4,d seria2 0-2.Y con ello
no se cumple el requisito ii) mencionado anteriormente. Sin contar, ademas, que al
estar ambas funciones definidas en el conjunto de los nimeros reales, para cualquier
valor de ¢ < 0 no habria imagen, con ello no se estaria cumpliendo el requisito i)

mencionado.

Una funcion f definida de A en B se denota como: f:A —-B,0 A—>B.

Al Unico elemento del codominio B que le corresponde, segun la
funcioén f, a un elemento del dominio A, que se representa como f(a),
se le llama imagen de a.

Asi, entonces, se tiene que toda funcién f : A — B le corresponde en
el producto cartesiano A x B una relacion definida por {(a, f(a)) / a
Ay f(a) € B}

¢, Coémo se encuentran los elementos que son imagenes de una
funcion f?

Por ejemplo, consideremos la funciéon f :R — R, de modo que y =
f(x) = x* — 3x - 5. La imagen de 4 segun la funcion f es:

f(4)=4°-34-5=16-12-5="-1

En adelante se utilizaran
las siguientes abreviaturas
para conjuntos NnuMéricos:

R: nimeros reales.
Z: nimeros enteros.
N: nimeros naturales.

Los superindices + y — se
refieren a los nimeros
positivos y negativos
respectivamente.

Nota: Cuando se hace referencia a la funcion f, la funcién se denota como f, pero si se
hace referencia a los elementos del recorrido de la funcién, es decir a aquellos

elementos del codominio que son imagenes, la escritura es f(x).

Representacion grafica de las funciones.

Las funciones se pueden representar, igual que las relaciones, en diagramas de Venn

y en sistemas de coordenadas.
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Ejemplo. Representacién en un sistema de coordenada. Sea la funcién f :R — R de
modo que y = f(x) = x°. Los valores que se utilizaran en la construccién de un grafico
seran los de la forma (x, x°).

L 4

Diagrama de Venn. Sea la funciéon f :A —-B,conA={a, b, c,d}y B ={x, y, z, w} tal
que el gréafico de f es la relacion {(a, y); (b, x); (c, y); (d, w)}.

A f B
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c z
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Funcion compuesta.
Sean dos funciones f y g, f definida como f : A — B y g definida como g:B — C.
La funciéon compuesta (g o f)(x) = g(f(x)).

Lo anterior quiere decir que para un valor x del conjunto A se encuentra primero su
imagen f(x) en By, posteriormente, se encuentra la imagen de f(x) en C, es decir

a(f(x))-

Por ejemplo, sea f(x) = 3x + 2 y g(x) = 2 — 4x.
(gof)5)=9(35+2)=9g(17)=2-417=-66
Tipos de funciones.

i) Funcién inyectiva o “uno a uno”.

Una funcién f, con f : A — B, es inyectiva si para cada elemento distinto del dominio
sus imagenes son también diferentes.

Es decir,sif(a)=f(a’) >a=a’
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ii) Funcién sobreyectiva o “sobre”.

Una funcion f, con f : A — B, es sobreyectiva si todo be B es imagen de algiun a€A.
Es decir, Vbe B,dac A / f(a)=Db

iii) Funcion biyectiva.

Una funcién es biyectiva si es, al mismo tiempo, inyectiva y sobreyectiva.

Funcion inversa o reciproca.

Sea f:A = B, f' es inversa si est4 definida como f' :B — A
Para que f' sea funcién es necesario que f sea biyectiva.
Funcion identidad.

Sea f: A — B, f es funcion identidad si f(a) = a, para todo a que pertenece a A. A esta
funcion se le suele llamar “diagonal Ax” 0 15 0 simplemente “1”.

Es decir: 1a(a) = a

Si se tiene la funcion identidad 1g para elementos del conjunto B, entonces:
lgof=f=fo 1,

Y, ademas, si f es biyectiva, se cumplira que:

f_10f=1A y fof_1=1B

Algebra de funciones numéricas reales.

Sea F (X, R) el conjunto de todas las funciones numéricas reales definidas en algun
conjunto numérico X, que es subconjunto de R. Sean las funciones f: X - R,
g:X—>R yk e R, con ellas se definen:

a) f+g): X>R como (f+g)(x) =f(x) + g(x)
b) (kf): X>R como (k-F)(x) = k-(f(x))

c) (Ifh: X>R como (IfF)(x) =[f(x)|

d) (fg): X=>R como (f-g)(x) = f(x)-g(x)

e) f+k): X>R como (f+K)(x) =f(x) + k

Axiomas que se cumplen con las funciones f, g y h definidas en un conjunto
dado con las operaciones de la adicion (+) y multiplicacion (-).

a) Con la adicién

1) Asociatividad: (f+g) + h=f+ (g +h)
2) Conmutatividad: f + g=g +f
3) Existencia de elemento neutro. En este caso es la funcién 0.

J0EF(XR),esdecir:0:X>R,talque: 0 +f=f+0=f
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4) VvV f €EF(X, R), 3 -f € F(X, R), es decir—f : X > R, tal que f + (-f) =0
b) Con la multiplicacion, siendo k y k’ nimeros reales.

1) kK= (kk)f
2)  1f=

c) Con ambas, adicion y multiplicacion.

1) k(f+g)=kf+kg
2)  (k+K)f=kf+kf

Funcion acotada

a) Cota superior

SiM € R, entonces M es la cota superior de una funcién f, con f : X = R, si se
cumple que |(f(x)| < M, para todo x € X.

Con simbolos matematicos:
AMER/fX)| <M, Vx €X

Ejemplo: si f(x) = sen x, entonces la cota superior de la funcién f es 1, ya que el
maximo valor que puede tomar la funcién seno es 1, y eso ocurre cuando x es 90°.

. 4 . , :
Otro ejemplo: Sea g(x) = X con x # 1. La funcién g no esté acotada superiormente

ya que al disminuir el denominador, la funcién crece sin limite.

b) Cota inferior

Sin € R, entonces m es la cota inferior de una funcién f, con f : X = R, si se cumple
que |(f(x)| 2 m, para todo x € X.

Con simbolos matematicos:
ImER/fx)z2m, Vx €X
Ejemplo: Sea h(x) = |x - 4|, el menor valor que puede tener la funcién h es - 4 cuando x
= 0, por lo tanto la funcién esta acotada inferiormente en el valor — 4.
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